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4.1 -4.5 
Ασκήσεις σχολικού  βιβλίου  σελίδας  82 – 83 
 
Ερωτήσεις Κατανόησης  

1.  
i)   Πώς ονοµάζονται οι γωνίες α και β του παρακάτω σχήµατος και τι σχέση έχουν 
     µεταξύ τους;  
ii)  Tι ισχύει για τις γωνίες γ και δ ;  
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Απάντηση 
i)   Εκτός εναλλάξ και είναι ίσες,  αφού  α = γ   και   γ = β  
ii)   Είναι παραπληρωµατικές,  αφού  α + δ = 180ο   και   α = γ 
 

 
2. 
Να εξηγήσετε γιατί η ΑΒ είναι παράλληλη στην Γ∆ 
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Απάντηση 
Προφανώς η γωνία ω είναι ίση µε   ω̂= 360ο−245ο =115ο  

Αφού ˆω̂ + ΓΑΒ= 115ο + 65ο =180ο θα είναι ΑΒ || Γ∆ 
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3. 
Αν   ω = 120ο−  θ   και   φ = 60ο + θ   να εξηγήσετε γιατί x΄x || ψ΄ψ  
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Απάντηση 
σ + φ = ω + φ = 120ο−  θ + 60ο+ θ = 180ο     ⇒      x́ x || ψ΄ψ                                       

 
 
4. 
Ν αναφέρετε  5 τρόπους για να αποδείξουµε ότι δύο ευθείες είναι παράλληλες  
Απάντηση 
i)    Είναι κάθετες στην ίδια ευθεία  
ii)    Τέµνονται από τρίτη και σχηµατίζουν δύο εντός εναλλάξ γωνίες ίσες  
iii)   Τέµνονται από τρίτη και σχηµατίζουν δύο εντός εκτός και επί τα αυτά µέρη  
      γωνίες ίσες  
iν)  Τέµνονται από τρίτη και σχηµατίζουν δύο εντός και επί τα αυτά µέρη γωνίες  
      παραπληρωµατικές  
ν)   Είναι παράλληλες προς µία τρίτη ευθεία  
 

 
5. 
∆ύο οξείες γωνίες που έχουν τις πλευρές τους παράλληλες είναι  
i)    Συµπληρωµατικές;  
ii)    Ίσες; 
iii)   Παραπληρωµατικές;  
iν)  Κανένα από τα παραπάνω;  
∆ικαιολογήστε την απάντηση σας  

Απάντηση 
Είναι ίσες  διότι έχουν τις πλευρές παράλληλες και είναι οξείες  
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Ασκήσεις εµπέδωσης 

1.     
∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο  ΑΒΓ  και ευθεία  ε  παράλληλη προς τη βάση του  ΒΓ,  
που τέµνει τις  ΑΒ  και  ΑΓ  στα  ∆  και  Ε  αντίστοιχα.  Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο 
Α∆Ε  είναι ισοσκελές. 

Λύση 
    
                                                         ε || ΒΓ  ⇒   1

ˆ ˆ∆ = Β    και  1
ˆ ˆΕ = Γ    (1) 

                                                         τρ. ΑΒΓ  ισοσκελές  ⇒     ˆ ˆΒ = Γ     (2) 
                                                                    (1),  (2)  ⇒    1 1

ˆ ˆ∆ = Ε  

                                                                    άρα  τρ, Α∆Ε  ισοσκελές 
 
 
 
 
2.     
∆ίνεται γωνία  xΟ̂y  και σηµείο  Α  της διχοτόµου της.  Αν η παράλληλη από το  Α  
προς την  Οx  τέµνει την  Οy  στο  Β, να αποδείξετε ότι το τρίγωνο  ΟΑΒ  είναι 
ισοσκελές. 
Λύση 
 

                                                          ΑΒ || Οx   ⇒   1 1
ˆ ˆΑ = Ο  

                                                                    Αλλά     2 1
ˆ ˆΟ = Ο                  

                                                          Άρα     1 2
ˆ ˆΑ = Ο    ⇒     τρ. ΟΑΒ  ισοσκελές. 

 
 
 
 
3.     
∆ίνεται γωνία  xΟ̂y  και η διχοτόµος της  Ο∆.  Από σηµείο  Α  της Οy  φέρουµε 
παράλληλη προς την  Ο∆, που τέµνει την προέκταση της  Οx  στο  Β.  Να αποδείξετε 
ότι  ΟΑ = ΟΒ. 
 Λύση 

                                                        ΑΒ παράλληλη Ο∆  ⇒   2
ˆ ˆΑ = Ο  (εντός εναλλάξ) 

                                                                      και       1
ˆΒ̂ = Ο  (εντός εκτός επί τα αυτά) 

                                                                      αλλά    1 2
ˆ ˆΟ = Ο  

                                                                      άρα      ˆ ˆΑ = Β    ⇒     
                                                         τρ. ΟΑΒ  ισοσκελές µε  ΟΑ = ΟΒ 
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4.     
∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο  ΑΒΓ  (ΑΒ = ΑΓ)  και σηµείο  ∆  της πλευράς  ΑΒ.  Αν ο 

κύκλος  (∆, ∆Β)  τέµνει τη  ΒΓ  στο  Ε,  να αποδείξετε ότι  ∆Ε  παράλληλη  ΑΓ. 

 Λύση 
 
                                                      ∆Β = ∆Ε (ακτίνες)  ⇒   1

ˆ ˆΒ = Ε  

                                                      ΑΒ = ΑΓ                 ⇒   ˆ ˆΒ = Γ  

                                                      Άρα                                1
ˆ ˆΕ = Γ   ⇒   Ε∆�ΓΑ 

 
 
 
 
 
5.     
Στις προεκτάσεις των πλευρών  ΒΑ,  ΓΑ  τριγώνου  ΑΒΓ  παίρνουµε αντίστοιχα τα 

τµήµατα  Α∆ = ΑΒ  και  ΑΕ = ΑΓ.  Να αποδείξετε ότι  ∆Ε  παράλληλη  ΒΓ. 

Λύση 
 
   
                                                             (Π-Γ-Π)  ⇒   τρ. Α∆Ε = τρ. ΑΒΓ  ⇒  
 

                                                             ˆ ˆ∆ = Β   ⇒    ∆Ε  παράλληλη  ΒΓ 
 
 
 
 
6.     
∆ίνεται κύκλος  (Ο, ρ) και  Μ  το µέσο χορδής του  ΑΒ.  Φέρουµε  Οx⊥ΟΜ.  Να 

αποδείξετε ότι  Οx  παράλληλη  ΑΒ. 

Λύση 
 
                                                            Μ  µέσο της χορδής  ΑΒ  ⇒   ΟΜ⊥ΑΒ 

                                                            αλλά  και  ΟΜ⊥Οx 

                                                            άρα       Οx  παράλληλη  ΑΒ 
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Αποδεικτικές  Ασκήσεις 
1.     
∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο  ΑΒΓ  (ΑΒ = ΑΓ)  και η διάµεσός του  ΑΜ.  Φέρουµε  
Γx⊥ΒΓ  προς το ηµιεπίπεδο που δεν ανήκει το  Α  και παίρνουµε σε αυτή τµήµα   
Γ∆ = ΑΒ.  Να αποδείξετε ότι η  Α∆  είναι διχοτόµος της γωνίας  ˆΜΑΓ . 

Λύση 
 
                                                                   ΑΜ  διάµεσος του ισοσκελούς  ⇒   
                                                                                      ΑΜ⊥ΒΓ 
                                                                   αλλά  και    Γx⊥ΒΓ 

                                                                   άρα   Γx �ΑΜ   ⇒   1
ˆ ˆΑ = ∆       (1) 

                                                         Γ∆ = ΑΒ = ΑΓ   ⇒   τρ. ΓΑ∆  ισοσκελές ⇒  

                                                                                                    2
ˆ ˆΑ = ∆       (2) 

                                                         (1) και (2)  ⇒    1 2
ˆ ˆΑ = Α   άρα 

                                                                   Α∆  διχοτόµος 
 
 
 
2.     
∆ίνεται τρίγωνο  ΑΒΓ  και η διχοτόµος του  Α∆.  Από την κορυφή  Β  φέρουµε   
ΒΕ�Α∆  που τέµνει την προέκταση της  ΓΑ  στο  Ε.  Να αποδείξετε ότι 
ΕΓ = ΑΒ + ΑΓ 
Λύση 
                                                                          Αρκεί να αποδείξουµε ότι  ΕΑ = ΑΒ 

                                                                          ΕΒ�Α∆  ⇒   2
ˆΕ̂ = Α    και  1 1

ˆΒ̂ = Α  

                                                                          Αλλά    1 2
ˆ ˆΑ = Α  

                                                                          Άρα      1
ˆ ˆΕ = Β   δηλαδή   

                                                                          τρ. ΑΒΕ  ισοσκελές µε   ΕΑ = ΑΒ 
 
 
 
3.     
∆ίνεται τρίγωνο  ΑΒΓ  µε  ΑΒ < ΑΓ  και η εξωτερική διχοτόµος του Αx.  Από την 
κορυφή  Β  φέρουµε  Β∆�Αx  που τέµνει την  ΑΓ  στο  ∆.  Να αποδείξετε ότι   
∆Γ = ΑΓ – ΑΒ. 
Λύση 
                                                                          Αρκεί να αποδείξουµε ότι  Α∆ = ΑΒ 

                                                                          ή  αρκεί   1 1
ˆΒ̂ = ∆  

                                                                          Β∆�Αx   ⇒   1 1
ˆΒ̂ = Α   και  1 2

ˆ ˆ∆ = Α  

                                                                          Αλλά   1 2
ˆ ˆΑ = Α  

                                                                          Άρα     1 1
ˆΒ̂ = ∆  
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4.     
Από το έκκεντρο  Ι  τριγώνου  ΑΒΓ  φέρουµε ευθεία παράλληλη της  ΒΓ,  που τέµνει 
τις  ΑΒ  και  ΑΓ  στα σηµεία  ∆  και  Ε  αντίστοιχα.  Να αποδείξετε ότι   
∆Ε = Β∆ + ΓΕ 
Λύση 
                                                                   Ι∆�ΒΓ          ⇒        1 2

ˆ ˆI B=  

                                                                   Ι  έκκεντρο   ⇒         1 2
ˆ ˆB B=  

                                                                   Άρα     1 1
ˆ ˆI B=   ⇒   τρ. ∆ΒΙ  ισοσκελές 

                                                                   µε          ∆Ι = ∆Β      (1) 
                                                                   Οµοίως  ΕΙ = ΕΓ      (2) 
(1) + (2)   ⇒     ∆Ι + ΕΙ = ∆Β + ΕΓ    ⇒    ∆Ε =  ∆Β + ΕΓ 
 
 
 
5.     
Από το έκκεντρο  Ι  τριγώνου  ΑΒΓ  φέρουµε  Ι∆�ΑΒ  και  ΙΕ�ΑΓ.  Να αποδείξετε 
ότι η περίµετρος του τριγώνου  ∆ΙΕ  ισούται µε τη ΒΓ. 
Λύση 
 

                                                                   Ι∆�ΑΒ         ⇒    1 1
ˆ ˆI B=  

                                                                   Ι  έκκεντρο   ⇒    1 2
ˆ ˆB B=  

 

                                                                   Άρα  1 2
ˆ ˆI B=  ⇒  τρ. ∆ΒΙ  ισοσκελές 

                                                                   µε   ∆Ι = ∆Β           (1) 
                                                                   Οµοίως  ΕΙ = ΕΓ    (2) 
 
(1) + (2)   ⇒     ∆Ι + ΕΙ = ∆Β + ΕΓ    ⇒    ∆Ι + ΕΙ + ∆Ε = ∆Β + ΕΓ + ∆Ε   
Άρα περίµετρος του τρ. Ι∆Ε = ΒΓ 
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Σύνθετα Θέµατα 
1.     
∆ίνεται τρίγωνο  ΑΒΓ,  η διχοτόµος του  Β∆  και η εξωτερική διχοτόµος του  Bx.  
Θεωρούµε δύο σηµεία  Ε  και  Κ της πλευράς  ΑΒ.  Αν ο κύκλος  (Ε, ΕΒ)  τέµνει τη  
Β∆  στο  Ζ,  ενώ ο κύκλος  (Κ, ΚΒ)  τέµνει τη  Βx  στο  Μ,  να αποδείξετε ότι  
ΕΖ�ΜΚ. 
Λύση 
                                                                                    Παρατηρούµε ότι οι  ΕΖ  και  
                                                                                    ΜΚ  είναι �  ΒΓ. 
                                                                                    Προσπαθούµε να το αποδείξουµε 
 

                                                                                    ΕΒ = ΕΖ  (ακτίνες)  ⇒  1 2
ˆ ˆZ B=  

                                                                                    Β∆  διχοτόµος          ⇒  1 2
ˆ ˆB B=  

                                                                                    Άρα  1 1
ˆ ˆZ B=   και επειδή είναι 

                                                                                    εντός – εναλλάξ, θα έχουµε  
                                                                                                          ΕΖ�ΒΓ 
                                                                                    Οµοίως         ΜΚ�ΒΓ 
 
 
2.     
Από τα άκρα ευθυγράµµου τµήµατος  ΑΒ  φέρουµε προς το ίδιο ηµιεπίπεδο δύο 
παράλληλες ηµιευθείες  Αx  και  Βy.  Παίρνουµε  Γ  τυχαίο σηµείο του  ΑΒ,  και στις 
Αx,  Βy  τα σηµεία  ∆  και  Ε  αντίστοιχα, ώστε  Α∆ = ΑΓ  και  ΒΕ = ΒΓ.  Να 
αποδείξετε ότι η γωνία  ˆ∆ΓΕ   είναι ορθή. 
Λύση 
 
                                                                            Φέρουµε  Γθ� Αx  και  Βy  

                                                                            Τότε  2 1
ˆΓ̂ = ∆    (εντός – εναλλάξ) 

                                                                            ΑΓ = Α∆  ⇒   1 1
ˆΓ̂ = ∆  

                                                                            Άρα  2 1
ˆ ˆΓ = Γ    ⇒  

                                                                            Γ∆  διχοτόµος της  ˆΑΓθ  

                                                                           Οµοίως  ΓΕ  διχοτόµος της  ˆΒΓθ  
Άρα είναι  Γ∆ ⊥ ΓΕ  σαν διχοτόµοι δύο εφεξής παραπληρωµατικών γωνιών. 
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3.     
Από το παράκεντρο  

α
Ι   τριγώνου  ΑΒΓ  µε  ΑΒ < ΑΓ  φέρουµε παράλληλη στην  

ΑΒ,  που τέµνει τις πλευρές  ΒΓ  και  ΑΓ  στα σηµεία  ∆  και  Ε  αντίστοιχα.  Να 

αποδείξετε ότι  ∆Ε = ΑΕ – Β∆. 

Λύση 

                                                                      
α
Ι Ε ΒΑ�              ⇒   1

ˆˆ
α

ΑΙ Ε = Α  

                                                                      
α

ΑΙ   διχοτόµος    ⇒   2 1
ˆ ˆΑ = Α  

                                                                       Άρα   2
ˆˆ

α
ΑΙ Ε = Α ⇒   τρ.

α
ΕΑΙ  ισοσκ. 

                                                                                  µε   
α

ΕΙ = ΕΑ         (1) 
 
                                                                       Οµοίως   

α
Ι ∆ ΒΑ�   ⇒  ………….. 

                                                                                         
α

∆Ι = ∆Β         (2)  
 
                                                                       (1) – (2)  ⇒   ∆Ε = ΑΕ – Β∆ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

9 

1

1
12 Ζ

Ε

∆
Β Γ

Α

Μ

1
1
2

2

Κ

Ε

Ζ

Μ∆
Β Γ

Α

4.     
∆ίνεται τρίγωνο  ΑΒΓ  µε  ΑΒ < ΑΓ  και  Μ  σηµείο της πλευράς  ΒΓ.  Από το  Μ  

φέρουµε παράλληλη προς τη διχοτόµο  Α∆  της γωνίας  Α̂ ,  που τέµνει τις  ΑΒ  και  

ΑΓ  στα σηµεία  Ε  και  Ζ  αντίστοιχα.  Να αποδείξετε ότι   

i)   Το τρίγωνο  ΕΑΖ  είναι ισοσκελές. 

ii)   ΒΕ + ΓΖ = σταθερό 

iii)   Aν  Μ  το µέσο της  ΒΓ  τότε   α) ΒΕ = ΓΖ = 
2

ΑΓ+ ΑΒ
 

                                                            β) ΑΕ = ΑΖ = 
2

ΑΓ−ΑΒ
 

Λύση 
                                                              i)   ΕΖΜ �ΕΑΒ  ⇒  1 1

ˆΕ̂ = Α   και  1 2
ˆΖ̂ = Α  

                                                                   Α∆  διχοτόµος  ⇒  1 2
ˆ ˆΑ = Α    

                                                                   Άρα 1 1
ˆ ˆΕ = Ζ   οπότε 

                                                                   τρ. ΑΕΖ  ισοσκελές µε  ΑΕ = ΑΖ  
 
                                                              ii)   BE + ΓΖ = ΒΑ + ΑΕ + ΓΑ – ΑΖ =  
                                                                                   = ΒΑ + ΓΑ = σταθερό 

                                                              iii)  Από το  Γ  φέρουµε παράλληλη στην  ΕΑΒ, 
                                                                   που τέµνει την  ΕΖΜ  σε σηµείο  Κ. 
                                                                   (Γ-Π-Γ)  ⇒  τρ. ΜΓΚ = τρ.ΜΒΕ  ⇒  

                                                                                      ΓΚ = ΕΒ     (1) 
                                                          Από  i)  έχουµε  1 2

ˆ ˆ ˆΕ = Ζ = Ζ  

                                                                    ΓΚ�ΕΒ  ⇒        ˆ ˆΕ = Κ  

                                                                    Άρα  2
ˆ ˆΖ = Κ   ⇒   τρ. ΓΖΚ  ισοσκελές  µε 

                                                                                      ΓΚ = ΓΖ      (2) 

                                                                    Από  (1) και (2)  ⇒  ΕΒ = ΓΖ 

                                                                    (ii)  ⇒   2 BE = AB + AΓ  ⇒  

                                                                                    
2

ΑΒ+ ΑΓ
ΒΕ =  

                                                                   ΑΕ = ΒΕ – ΒΑ = 
2

ΑΒ+ ΑΓ
 - ΒΑ  

                                                                         = 
2

2

ΑΒ+ ΑΓ− ΒΑ
 = 

2

ΑΓ−ΑΒ
     

 
 
 
                                                                           
 
   


